A rugalmassagtan alapjai
A fesziiltségallapot

Vizsgaljunk meg egy tetszdéleges térbeli testet,
amelyet egyensulyi erérendszer terhel.

Valasszuk ki a test egy ,,P” pontjat és osszuk szét
a testet a kivalasztott ponton keresztiilfektetett
tetsz6leges feliilettel két részre.

A szétvalasztott testek egyensulyban maradnak, ha az
elmetszési feliiletre mitkodtetjiik a —test belsejében a
terheld erdk hatasara 1étrejovo — megoszlo erdrendszert.

Hatéroljunk el a ,,P” pont kornyezetében egy AA
feltiletelemet. A feliiletelem normalisa legyen n. A
feltiletelemen megoszl6 erdrendszer ereddje pedig AF.

Ha a feliiletelemet minden hataron til csokkentjiik, akkor
hataratmenetként kapjuk:

_ o AF _dF
Pn= A% 2A ~ dA
ahol p,, az n normalist elemi feliilethez tartozé fajlagos belsé erd (vagy mas

néven fesziiltség).

Altalaban a fesziiltségvektorok iranya nem egyezik meg a feliiletelem
normalisanak iranyaval.

A p,, fesziiltségvektor felbonthat6 két komponensre. Az egyik komponens a
feliiletelem sikjara merdleges o,,, mig a masik beleesik a sikba <.
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0, Haismerjiik az n és p,, vektorokat, akkor

6, = n(p,n)

T, =nXx (P, xN) = p, — Oy,

Az n normadlis iranyaba es6 komponenst - 6,, - normalis fesziiltségnek, a sikba
es6 komponenst pedig - T,, - csusztato- vagy nyirofesziiltségnek nevezziik.

Ha a ,,P” ponton keresztiil egy masik m normalisu sikkal
_vagjuk ketté a testet, akkor a ponthoz tartozoéan egy
%0 masik pm fesziltségvektort kapunk.

Ha ismerjiik a ,,P” ponthoz tartozé valamennyi p fesziiltségvektort (ismerjiik a
fesziiltségvektorok Osszességét), akkor mondhatjuk, hogy ismerjiik a ,,P”’pont
fesziiltségallapotat.

Bizonyithato, hogy ha ismerjiik a ,,P” ponthoz tartozé eg, e,, ¢
egységvektorokhoz tartozo pg, py, p; fesziiltségvektorokat, akkor barmely

e = A; x e + A, x e, + A3 * e; egységvektorhoz tartozd pefesziiltségvektor
felirhato a kovetkez6 alakban:

Pe =My *Pg+ Ay xpy + A3 % pg
ahol ez, e,, e;vektorok nem komplanaris (nem egy sikban fekvé) vektorok.

Az altalunk szabadon valasztott egységvektorok legtobbszor az egymasra
kolcsondsen merdleges i, J, K egységvektorok.
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Amint az abrakon lathato az i, J, K egységvektorokhoz - mint normalis
egységvektorokhoz - tartozo sikokon fellépd fesziiltségvektorok a p,, py, P

Ezen fesziiltségvektoroknak van sikra merdleges (O'x, Ty, O'Z) ¢s sikba esd

(Txy» Tazs Tyxr - - )KOMpONENSE.
A csusztatd T komponens tovabb bonthato a sikot kifeszitd tengelyek iranyéba.

Ha mindharom fesziiltségvektornal megtessziik ezt a felbontast, kilenc eldjeles
skalar ertekkel leirhatjuk az eredeti py, p,, p, fesziiltségvektorokat.

A 1 fesziiltségek indexeinek értelmezése az alabbi:

Az els6 indexelem azt mutatja meg, hogy a 7 fesziiltség sikjanak melyik
irany a normalisa.

A masodik indexelem pedig azt mutatja, hogy a t fesziiltség a sikot
kifeszitd tengelyek koziil melyik irdnyaval parhuzamos.

A 1 fesziltség eldjele adja meg, hogy a 7 fesziiltség vektora a vele
parhuzamos tengely pozitiv vagy negativ iranyaba mutat-e.

Bizonyithato, hogy a 7 feszultségek kozott 1étezik az alabbi kapcsolat:

Tyy =T Tyy =T Tyy = T

y yX y yX y yX

Ez a gyakorlatban azt jelenti, hogy a p,, py, p, vektorok leirdsahoz hat skalar

érték is elegendo.

A o fesziiltségek indexelésekor hasznalhatjuk a kétindexes lehetdséget is, de a
gyakorlatban az egyindexes hasznalat terjedt el. A kétindexes jeldlésnél az
indexek jelentése megegyezik a t fesziiltségnél alkalmazottal.
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A fenti vektorokkal illetve skalar komponenseikkel 1étrehozhatjuk a @
fesziiltségtenzort:

Oxx Txy Txz Ox Txy Txz
D =|Tyx Oyy Tyz[=|[Tyx Oy Tyz

Tzx Tzy Ozz

Tzx Tzy Oy

A test kivalasztott pontjanak fesziiltségallapota tehat egyértelmiien jellemezhetd
a ponthoz tartoz6 fesziiltségtenzorral. A fesziiltségtenzor segitségével ugyanis
barmely ismert N normalisu sikhoz tartozo p, fesziiltségvektor meghatarozhato:

Pn = Pn

Px Ox Ty T Ny
Pp = |Py| = [T Oy Tyz|*(Ny].
Pz T Ty O Ny

illetve
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Az alakvaltozasi allapot

B c A valosagos anyagi testek a rajuk haté er6k
E hatasara megvaltoztatjak alakjukat.

Ha a vézolt befogott tartot F erével megterheljiik,
akkor a testet alkotd pontok a terhelés hatasara
elmozdulnak.

NN g

igénybevétel

t. a C” ponthoz tartoz6 elmozdulas-vektor.

A test alakjanak megvaltozasat akkor tekintjiik
ismertnek, ha a test minden pontjanak
elmozdulasat ismerjiik.

Az egyenes tartdo megvaltozott alakjanak elemzésével megallapithatjuk, hogy az
AB meggorbiilt mig a BC szakaszon a tart6 pontjai elmozdultak ugyan, de a
pontjai egymashoz viszonyitott helyzete allandé maradt.

Alakvaltozasrél akkor besz€liink, ha az egymashoz kapcsolodd pontok kozotti
tavolsdg megvaltozik. Alakvaltozas csak olyan szakaszon jon létre, ahol
igénybevétel is talalhato.

Az elmozdulés tagabb fogalom. Az elmozdulas magaba foglalja a merevtestszerii
mozgast €s az alakvaltozast is.

Ennek szemléltetésére nézziik meg a kovetkezd abrat. Vizsgaljuk meg egy anyagi
pont kornyezetének megvaltozasat az xy sikban:

. P P P
P
P - P - P ! F i
transzlacio rotacio oldalélek valtozasa szogek valtozasa
merevtestszerl mozgas alakvaltozas

A folyamat els6 két Iépésében nincs alakvaltozas, nem valtozik meg a téglalap
sarokpontjainak egymashoz viszonyitott helyzete.
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Ha a ,,P pont kdrnyezetében egy elemi kockat jeloliink ki, akkor a fenti
mozgasok mindharom koordinatasikban végbemehetnek.

Egyrészt megvaltoznak az oldalhosszak, mely valtozasok aranyosak a fajlagos
hosszvaltozasokkal (¢).

Masrészt az egymasra kolcsondsen merdleges é€lek alkotta nagyszogek
eltorzulnak. A két-két él eddigi derékszoge valamilyen ¢ szoggel megvaltozik.

Ha az elemi kocka éleit az i, j, K egységvektorokkal definialjuk, akkor a
mozgasokat az aldbbi abran lathatjuk:

z

A 1
Zt 1 A€z 3Vzy
& k ' z¢ 4 §sz >
XA 1}/ 1,Y §YZX
1 /2y £
24zx £ > &1
7ot W e ' 1’Y
= _ . A21yz
K| Kt k 90'-y, %sz 2& R
Xz . 4 Ls"
Ty, Ex % y
i R4 21Xz 1 »
- 2 [fy

X

A szerkezeti anyagok tobbségénél valds iizemi koriilmények kozott a 1étrejovo
alakvaltozasok olyan kicsinyek, hogy szabad szemmel nem lathatok.

Az alakvaltozasi tenzorban ezeket az egységvektorokhoz rendelt fajlagos
ertékeket gytijtjiik ossze:

1 1
Ex E Yy E Vxz
1 1
U= E Vyx gy E Vyz
1 1
_E Vzx E Yzy &z ]

Az alakvaltozasi tenzor a fesziiltségtenzorhoz hasonléan szimmetrikus.
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A fesziiltségtenzor és alakvaltozasi tenzor kapcsolata

A fesziiltségtenzor alakja:
Ox Txy Txz
D =(Tyx Oy Tyz

Az alakvaltozasi tenzor alakja:

1 1 7
Ex 2 Yy E Vxz
1 1
U= 2 Yyx &y 2 Vyz
1 1
_E Vzx 5 )/zy & ]

A két tenzor kozott az alabbi Osszefiiggések allnak fent:

®=2+G(U+——UE) illetve U=——(®—-——aE)

ahol

G csusztatd rugalmassagi modulus

m Poisson szam

U; az alakvaltozasi tenzor elso skaldr invariansa U=¢g+g +g
ON a fesziiltségtenzor elsd skalar invariansa ®; = oy + oy +o0,

E egységtenzor ( a féatlobeli elemek 1 értékiiek a tobbi elem 0 )
Sokszor kell hasznalni még az alabbi 6sszefiiggést is:

E=2+xG(1+V)

ahol

E rugalmassagi modulus

G csusztatd rugalmassagi modulus
v Poisson tényezd (m = %)
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A sajatérték és sajatvektor szamitasa valamint ezek értelmezése

A haromdimenzios térben értelmezett @ fesziiltségtenzor és U alakvaltozasi tenzor
szimmetrikus és altalanos esetben tomor.

Talalhaté azonban harom, egymasra kolcsondsen merdleges egységvektor €4, e,, e; amelyek
koordinatarendszerében a fenti tenzorok tigynevezett diagonal tenzorokka alakulnak at.

Ox Txy Txz 01 0 0
Pyy, = [Tyx Oy TVZ] Do ere; = [0 O, 0]
Tzx Tzy O 0 0 o
illetve
1 1
I[ S gyxz]l & 0 0
1 1
UX,y,Z = izyy-x gy Eyyzi [Je:l'ez'e3 = [0 82 O]
1 1 0 0 &
lz Vax  3Vzy & J

A gy, 0,05 illetve az g, &,, €5 értékeket a tenzor sajatértékének nevezziik, melyeket egy
matematikai eljarassal tudunk szamitani.

A fesziiltségtenzor sajatértékét az alabbi vektoregyenlet trivialistol kiilonbozé megoldésai
adjak

(d—-0oE)e=0
ahol E az egységtenzor.
Ez akkor létezik, ha
Ox — 0 Ty Tyz
det(® — oE) = O illetve det| Tyx Oy —0 Tyz | = 0.
Tzx Tzy 0; —0

A determinans kifejtésével jutunk el a karakterisztikus egyenlethez:

Gg—q)l*()-z—(bll*()-—q)HI:O

ahol
@, a tenzor elsé skalar invariansa

a fatlobeli elemek Osszege @y = 0, + 0y, + 0,
®;;  atenzor masodik skalar invariansa

a foatlobeli elemekhez tartozo aldeterminansok 0sszege

O-x Tx V4
TZ X O-Z

Oy Tyz

O = Ox Txy
In— sz o,

Tyx Oy
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®;; atenzor harmadik skalar invariansa

a tenzor determinansa

Ox Txy Txz

q)III = Tyx O-y TyZ

Tzx Tzy Oy

A karakterisztikus egyenletnek harom valés gyoke van, melyeket csokkend nagysaguk szerint
sorszamozzuk. Ezeket a gyokoket nevezziik a tenzor sajatértékeinek.

a1 > 0, > 03
Ezek a matematikai értelemben vett sajatértékek adjak a fesziiltségallapot fofesziiltségeit.

Minden egyes sajatértékhez tartozik sajatvektor, melyek meghatdrozasahoz az alabbi
egyenletrendszert hasznaljuk:

((I)'O'l'E)éi =0 és eixz + eiyz + eizz =1.

Az igy kiszamitott e, e,, e;vektorok a tenzor sajatvektorai, melynek megadjak a
fofesziiltségi irdnyokat, vagy mas néven a fesziiltségi fétengelyeket.

Az e, e,, e; egységvektor egymasra kdlcsondsen merdleges.

Hasonlé matematikai eljarassal szamithatok az alakvaltozasi tenzor fényulasai és a fonyulasi
iranyok.
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Pé¢lda a sajatvektor feladat meghatarozasara
Legyen
48 0 32
(DX,y,Z = 0 _56 0 .
32 0 96

A sajatértékek az alabbi determinans szamitasaval kapjuk:

(48 —0) 0 32
det 0 (=56 —0) 0 =0
32 0 (96 — o)

A determinéns kifejtését célszerli a kozépso sor szerint elvégezni:
(=56 —0) *x[(48 —0) (96 — 0) — 32%] =0

Ezzel a fogassal a harmadfoku egyenletet felbontottuk egy elséfoku és egy méasodfoka
egyenlet megoldasara.

—-56—-0=0 o =-56
[(48—0)* (96 —0) —32%] =0 o =112 o=32

Megallapodas szerint sorba rakjuk a sajatértékeket, melyek fizikai jelentése els6, méasodik és
harmadik f6éfesziiltség:

00=112 > 0,=32 > o03=-56
Minden egyes fofesziiltséghez tartozik egy féirany:
o, > e; =[C1x €1y €1z
0, > e, = [€2x €2y €27]

03 > e3 = [€3x €3y €37]

Az els0 sajatvektor szamitasa:
(48 —112) 0 32 €1x 0
0 (=56 —112) 0 [%y] = [0]
32 0 (96 —112)| L€12 0
€s

elxz + elyZ + 3122 =1
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A matrix egyenlet skalaris formaban
—64+e;y+ Oxe;y +32%e,=0
O*xe;x—168+eyy + 0xe;; =0
32+xe;x+ Oxe;y —16%e;; =0
Az els6 és harmadik egyenlet nem fiiggetlen egymastol.
A masodik egyenletbdl
Oxe;x—168*e;y + 0xe;; =0 ey =0
Az elso egyenletbdl
—64xe;x+ Oxey +32%e,=0 e, =05%eq
Az igy kapott e;, = 0 ¢és e = 0,5 * e, ért€keket behelyettesitjiik a kiegészitd egyenletbe:
(0,5%e1,)% +(0)* + (e1,)* =1
amelybél: e;, = +£0,8944 illetve e;,, = 10,4472
Ezzel megkaptuk az els6 sajatértékhez tartozo sajatvektort:

e, = [0,4472 0 0,8944] vagy e,” = [—0,4472 0 —0,8944]

A masodik sajatvektor szdmitasa:
(48 —32) 0 32 €2x 0
0 (=56 —32) 0 [BZy] = [O]
32 0 (96 —32)| L€z, 0

erz + ezyz + 3222 =1

és

A matrix egyenlet skalaris formaban
16 x ey + Oxeyy +32xey, =0
Oxeyy —88xey, + 0xey, =0

32xe;x+ 0xeyy +64%ey, =0
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A masodik egyenletbdl
O*er—88*ezy + 0*e22=0 e2y=O
Az elso egyenletbdl

16xeyx+ Oxeyy +32xey, =0 ey =—2xey,

Az igy kapott e,, = 0 és e,y = —2 * e,, értékeket behelyettesitjlik a kiegészitd egyenletbe:
gy kap 2y 2X

(=2xe5,)% + (0)% + (e2)* = 1
amelybdl: e,, = +£0,4472 illetve e,, = +0,8944
Ezzel megkaptuk a mésodik sajatértékhez tartozo sajatvektort:

e, = [—0,8944 0 0,4472] vagy e,” = [0,8944 0 —0,4472]

A harmadik sajatvektor szamitésa:

(48 + 56) 0 32 esx] [0
0 (=56 + 56) 0 [eay] = H
(96 +56) | leszl o

32 0
és
e3> + ez’ +e3,2 =1
A matrix egyenlet skalaris forméaban
104 *e3x + 0xe3y +32xe3, =0
Oxezx+0xezy + 0xe3, =0
32*e3x+0xeg, +152%e3, =0
Az elsd egyenletbdl
104 xe3x + 0 xe3y +32xe3, =0 ez =—0,3077 *e3,
Ezt behelyettesitve a harmadik egyenletbe
32 x(—0,3077 xe3,) + 152 xe3, =0 e3, =0
Ezzel

e3X:O

Az igy kapott ezy, = 0 és e3, = 0 értékeket behelyettesitjiik a kiegészitd egyenletbe:

Oldal 12
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(002 + (e3,)” + (0)2 =1

amelybdl: ez, = +1

Ezzel megkaptuk a harmadik sajatértékhez tartoz6 sajatvektort:
e;=[0 1 0] vagy e3*=[0 -1 0]

A harom vektor kolcsonosen merdleges egymasra, hiszen az e;és e, vektorok skalaris
szorzata zérus. Az e vektor pedig merdleges az xz sikra.

AZ
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Az igénybevételekhez tartozé fesziiltségek abrazolasa és a fesziiltségtenzor
kitoltése

Normaler6 igénybevétel

Normalerd igénybevétel

Ay y 022=0z7

L~

Az abran a z6ld pont a keresztmetszet silypontjat jeldli.

A B pontban a normalerd igénybevételbdl szarmazoé fesziiltség

F

o=-

A

ahol: F a feliiletet terhel6 erd
A a keresztmetszet teriilete

A keresztmetszetben €bredd o fesziiltségvektorok ereddje a keresztmetszetet terheld F erd.
A o fesziiltségeknél alkalmazhat6 az egy indexes és a két indexes megoldas is.

Két index alkalmazasakor az elsé index a feliilet normalisat kijel6l6 tengelyre utal, mig a
masodik index a fesziiltség irdnyat mutatja eltekintve a fesziiltségvektor elgjelétdl.

Az ébredo fesziiltség pozitiv, ha huizoerd illetve negativ, ha nyomoer6 terheli a
keresztmetszetet.

A B ponthoz tartoz6 fesziiltségtenzor az x,y,z koordinatarendszerben az alabbi

0 0 O
d>=[000]

0 0 o
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Nyiroer6 igénybevétel

Nyirderd igénybevétel

AY Ry
X
g
B z
/"
-~
y
g |V &
B z
/‘
~

Az abran a z6ld pont a keresztmetszet silypontjat jeldli.

A B pontban az Vy, nyiréerd igénybevételbdl szarmazo fesziiltség

V. S
R

Ix X
ahol:  Vy a keresztmetszetet terheld y irdnyt erd

I a teljes keresztmetszet masodrendli nyomatéka az x tengelyre

Sy a keresztmetszetbdl az elhagyott teriilet elsérendli (vagy statikai) nyomatéka az x
tengelyre

x a keresztmetszet vizsgalt magassagaban a valdsan 1étez6 anyag x irdnyl mérete
A keresztmetszetben €bredd T fesziiltségvektorok ereddje a keresztmetszetet terheld V,, erd.
A 1 fesziiltségeknél csak a két indexes megoldas alkalmazhato.

A B ponthoz tartoz¢é fesziiltségtenzor az x,y,z koordinatarendszerben az alabbi, ha mindkét
nyirderd terheli a keresztmetszetet

0 0 Ty
b = 0 0 TyZ
Tox Tzy O

A szaggatott vonallal rajzolt t fesziiltségvektorok a t fesziiltségek dualitasabol adddik.
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Hajlitonyomaték igénybevétel

Hajlitényomaték igénybevétel

“y uy
y
> 4 (]
X B
g X
B Mx z i Mx.
//
y by
M m | My
4 X B
g d X
B z i
//
(0)
X

Az abran a z6ld pont a keresztmetszet silypontjat jeldli.

A B pontban az M, hajlitonyomaték igénybevételbdl szarmazé fesziiltség
j— MX
Oy =T-*¥
ahol: M, a keresztmetszetet terhel6 x iranyu nyomatékvektor abszolut értéke
Iy a keresztmetszet mdsodrendii nyomatéka az x tengelyre
y a vizsgalt pont tavolsaga az x tengelytdl

A keresztmetszetben ébredd oy, fesziiltségvektorok ereddje zérus, az x tengelyre szdmitott

nyomatéka pedig M.
A o fesziiltségeknél alkalmazhat6 az egy indexes és a két indexes megoldas is.
A B ponthoz tartoz¢é fesziiltségtenzor az x,y,z koordinatarendszerben az aldbbi
0 0 O
D= [0 0 0]
0 0 o

A B pontban ¢bredd fesziiltség a két igénybevételbdl ébredd fesziiltségek ereddje.
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Csavardnyomaték igénybevétel

Csavarényomaték igénybevétel

Az abran a zo6ld pont a keresztmetszet sulypontjat jeldli.

Kor vagy korgytirti keresztmetszetek esetén a csavaronyomatékol ébredd t fesziiltségek
minden pontban érintd iranyuak és maximalis értékiiket a feliileten ( a maximalis sugariranyt
tavolsagnal ) érik el.

A csavaronyomaték igénybevételbdl szarmazo fesziiltség nagysagat az alabbiak szerint
szamithatjuk

M
T = *T
p

ahol: M, a keresztmetszetet terhel csavaronyomaték
I, a teljes keresztmetszet polaris masodrendii nyomatéka
r a keresztmetszet vizsgalt pontjaban a sugar értéke

A keresztmetszetben €bredd T fesziiltségvektorok ereddje a keresztmetszetet terhelé M,
nyomatek.

A 1 fesziiltségeknél csak a két indexes megoldas alkalmazhat6.
A szaggatott vonallal rajzolt t fesziiltségvektorok a t fesziiltségek dualitasabol adodik.

Mivel a fesziiltségek érintéiranytak a fesziiltségtenzorok pontrol pontra valtoznak. A
kovetkezOkben megadjuk az abran jelolt pontokhoz tartozoé fesziiltségtenzorokat.
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0 0 —Ty [0 0 0
q)A:[O 0] (DB:O 0 ~Tyz

0
—T,x O 0 0 Tzy 0
0 0 Ty 0 0 0
®oc=|0 0 0 op=0 0 Ty
Tzx 0 0 0 Tzy 0
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Feladatok

1. feladat

Rajzoljuk meg az adott tenzorhoz tartozo fesziiltségi kiskockat!
20

10 AZ 15
L~
10 0 10 -
=0 20 15 10T T__’
10 15 =20 o 15 Jy
X
40
10 AZ 15
—-20 5 10 _LA/S 10
®=|5 -10 -15 10T L;_
10 —15 40 - Y,
X
236 33
[12 —11 22] =
d=|-11 24 33 v
L/_ 24
22 33 =36 22T* T% =
12 y=
X
4 6 -8 10
D=6 -4 2 s 1 -
-8 2 10 j} )
—_— g —
8 2
AT T
X
&
4 3 -5 3
(D= 3 _1 0 5 AZ
-5 0 3 ;'A/g, 1
— <+
5
4 l y=
oo
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2. feladat

frjuk fel az adott fesziiltségi kiskockéhoz tartozo tenzort!

20 4 15
<I>=I4 —15 O]

AZ |10

4| 15
15T—i> N

15 0 —10
20 Y,
o
5 AZ 0 12 _5
- 10 d=112 0 10
| [ 121Y
12
X
AZ 3
— 10 0 -5
19 d=] 0 12 3
T——’ -5 3 0
S 3
| A
10 >
X
V'
AZ
o .2 - 0 -8 0
il " ®=|-8 0 4
T“ y 0 4 0
&
35
7 AZ
>4 /Bv [—42 -8 —7]
d®=|-8 11 0
(8 4 Fl)
71* Wi 7 0 35
42 Y,
X
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3. feladat

A test adott ,,P”” pontjaban ismerjiik a fesziiltségtenzort. Rugalmas alakvaltozast
feltételezve hatdrozzuk meg az alakvaltozasi tenzort ugyanabban a
koordinatarendszerben!

4 6 -8
bd=|6 -4 2 m=4 E=10°5MPa
-8 2 10

Az alakvaltozasi tenzor elemeit az alabbi Osszefliggéssel szamolhatjuk:

U= ! (cp L an>
T 2%G m+1 !

Els6 1épésként hatdrozzuk meg a 2*G értékét:

AZE =26+ (1+V) = 26 * (1 + =) dsszefiiggésbél — = 0,125 + 10™* mm?/,

A fesziiltségtenzor elsd skalar invariansa: ®; = 0, + 0, + 0, =4 -4+ 10 =10

®, 10

Az alakvaltozasi tenzor elemei:
Ui = & = 0,125 * 1074 % (4—2)=025%10"*
U(z,z) =& = 0,125 * 1074 % (—4 — 2) = —0,75 *10~%

U(3,3) =&, = 0,125 = 10~% % (10 — 2) =1%x10"%

1 1
Uag = SYay T 5V = Uz = 0,125+ 107* % (6) = 0,75  10~*
Uiy =~y =2y = U = 0,125 * 10~% % (—8) = —1 * 10~*
(1,3) 2 Vxz 2 Vzx (3,1) ’
U =l =1 = =0,125%x10"*%(2) = 0,25 % 10™*
(2,3) 2 Yyz 2 YVzy (3,2) ’ ’

Az alakvaltozasi tenzor tehat:

025 075 -1
0,75 -0,75 0,25] *107*
-1 0,25 1

U=
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4. feladat

A test adott ,,P”” pontjaban ismerjiik az alakvaltozasi tenzort. Rugalmas alakvaltozast
feltételezve hatarozzuk meg az fesziiltségtenzort ugyanabban a koordinatarendszerben!

4 3 -5
U=(3 -1 o0[=*x10"" E=2%10°MPa G = 0,8+ 10°MPa
-5 0 3

A fesziiltségtenzor elemeit az alabbi Osszefiiggés alapjan szamithatjuk

1
¢=2*G(U+—U1E)
m-—2

AZE=2G*(1+v) =2G+* (1 + é) Osszefiiggésb6l m = 4.
A tenzor elsd skalar invaridnsa U; =&, + ¢, +e,=(—4—1+3)*107* =6+ 10""*

U  6+10™*

— —4
m—2- 3z 310

Az fesziiltségtenzor elemei:

D) =0, =1,6%105%(4+3)*107* = 112 MPa

Dy =0y = 1,6 x10% % (-1 4 3) x 107* = 32 MPa

P33 =0, =1,6%10° % (3+3) x107* = 96 MPa

D12) = Tay = Typ = Pp1) = 1,6 ¥ 10° % (3) * 107* = 48 MPa
D13) = Ty = Tpp = P31y = 1,6 ¥ 10> * (=5) * 10~* = —80 MPa
Dy3) = Tyy = Tzy = Pz = 1,6 ¥ 10° + (0) * 107* = 0 MPa

Az fesziiltségtenzortenzor tehat:

48 32 0 |MPa

112 48 -—-80
b =
—-80 0 96
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5. feladat

A test adott ,,P” pontjaban ismerjiik az alakvaltozasi tenzor és a fesziiltségtenzor
néhany elemét. Hatarozzuk meg a hianyzé elemeket!

[22 12 =y.]

i Ox  Txy 4
_ _ 2z -4 _
U= | 1,2 1,4 zyyzl x 10 ® =7, o, —48[MPa
1 1 4 —48 4
I_E sz Eyzy & J

E=2%10°> MPa v =0,25

A megoldas soran felhasznalt 6sszefliggések:

©=2+G(U+-——UE) U=—(0-——o[)

T 24G m+1

m=:="L -4 26=-L =16+10* MPa
\Y) 0,25 1+v

Az g, szamitéasa az alabbi egyenletbdl lehetséges:

«10™* g, =—0,1

4 =16+ 10* x (g, + 2222

Ezek utan meghatarozhatjuk az alakvaltozasi tenzor els6 skalar invaridnsat:
U=eg+e+e=022-14-01)+10"*=0,7+10"*

A fesziiltségtenzor tovabbi elemei:
By =0y = 1,6 %105+ (22+2%07) 107 = 4,08 MPa
Bz =0y = 1,6+ 105+ (14 +2%07) 107 = —16,8 MPa

D12) = Txy = Tyx = Pp1) = 1,6 % 105 * (1,2) * 107* = 19,2 MPa

Az alakvaltozasi tenzor tovabbi elemei:

1 1 1, B
Uaz) = SYaz =5V = Uz = I 107 * (4) = 0,25 % 10
1 1 1, B
Ups) = SY¥yz =5Vay = Uz = I 107* % (—4,8) = -0,3 10
40,8 19,2 4 2,2 1,2 0,25
b = [19,2 —-16,8 —4,8| MPa U=|12 -14 —0,3] x* 1074
4 —4.8 4 0,25 -0,3 -0,1
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6. feladat

Hatarozzuk meg a tenzoraval megadott fesziiltségallapot fofesziiltségeinek nagysagat
valamint a k6zépso fonyulast!

10 20 0| MPa E =2+ 10° MPa m =10/3

20 10 10
o= [
10 0 20

A fofesziiltségek szamitasa az alabbiak szerint torténik:

(20 — o) 10 10
det 10 (20 —0) 0 =0
10 0 (20 —0)

(20—0)*[(20—0)*(20—0) —10°] + 10 [0 —10* (20— 0)] =0
A karakterisztikus egyenlete megoldasai:
o, = (20+10%v2)MPa o0, =20MPa o3 = (20— 10*+2 ) MPa.

A kozéps6 fonytlas szamitasa:

0 o O
0 0 o3

0100]

1 0 O
*(O'1+O'2+O'3)*O 1 0

+1 00 1

1
€ = *(02—

E
2G = —— = 153846 MPa
1+v

m+1*(01+02+03)*1>

g, =4x107°
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7. feladat

Adott egy ,,P” ponthoz tartozo fesziiltségtenzor az x,y,z koordinatarendszerben.
Hatarozzuk meg a fofesziiltségeket és a féiranyokat!

400 0 0| MPa

0 400 O
P =
0 0 0

A fofesziiltségek szamitasa az alabbiak szerint torténik:
(0—-o0) 400 0
det| 400 (0—o0) 0 |F(0—0)*[(0—0)*(0—0)—400%]=0
0 0 (0—-o0)

A karakterisztikus egyenlet megoldasa:

o0, =400 MPa o0, =0MPa o3 =-—400 MPa.

Az elsé sajatvektor e; = [€1x €1y €1z] szamitasa:
(0 —400) 400 0 €1x 0
400 (0 —400) 0 [%y] = [0]
0 0 (0 —400)| L€1z 0
és
en®teytte, =1
A matrix egyenlet skalaris formaban
—400 e +400xe;y, + O0xe;; =0
400 xe;x —400*e;;, + O0xe; =0
Oxe;x+ Oxeqy —400xe, =0
harmadik egyenletb6l
—400*xe;, =0 e, =0
Az elsO két egyenlet nem fliggetlen egymastol. Az elsé egyenletbdl
€1x = €1y

Ezeket behelyettesitve a kiegészitd egyenletbe:

2 2 _ _ V2 _ V2
€1x +31y =1 elx_i7 ely_i7
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Ezzel megkaptuk az elsé sajatértékhez tartozo sajatvektort:

elz[ﬁ g 0] vagy e1*=[—g —g 0]

2

Az masodik sajatvektor e, = [€2x €2y €2z] szamitasa:
(0—-0) 400 0 €2x 0
400 (0—0) 0 [%y] = [0]
0 0 (0—-0)|Le22 0
és
e’ t ey’ teyt =1
A matrix egyenlet skalaris formaban
400 % e, =0 ey, =0
400 e, =0 e, =0
Ezeket behelyettesitve a kiegészitd egyenletbe:
e, =1 e,==1
Ezzel megkaptuk a masodik sajatértékhez tartozo sajatvektort:

e;=[0 0 1] vagy e;*=[0 0 —1]

A harmadik sajatvektor e; = [€3x €3y €3z] szamitasa:

(0 + 400) 400 0 €3x 0
400 (0 + 400) 0 [e3y] = \0]
0 0 (0 +400)| L€3z 0

és
e’ ey eyt =1
A matrix egyenlet skalaris forméaban
400 * ezy + 400 x ez, + 0Oxe3, =0
400 xe3x +400 xe3y + 0Oxe3, =0
Oxesx+ Oxezy +400xe3, =0

harmadik egyenletb6l
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400 xe3, =0 ez, =0

Az elsd két egyenlet nem fliggetlen egymastol. Az elsd egyenletbdl
€3x = —€3y

Ezeket behelyettesitve a kiegészit egyenletbe:

V2
2

V2

2 2 _ —
esy” tes =1 e3 == 5

esx =t

Ezzel megkaptuk a harmadik sajatértékhez tartoz6 sajatvektort:

_[_\Z V2 L _[VE 2
es=[-3 T o] vagy es’ = [ 7 of
3.fétengely
AZ
R
R Aﬂ 1400
400 y
X —
Xy 400

Xy

A masodik fétengely nem valtozik marad a z tengely, amelynek irdnyaban a féfesziiltség
zérus értékii o, = 0 MPa.
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8. feladat

Adott egy ,,P” ponthoz tartozo fesziiltségtenzor az x,y,z koordinatarendszerben.
Hatarozzuk meg a fofesziiltségeket és a foiranyokat!

-4 0 4
=0 -3 0

4 0 2

MPa

A fofesziiltségek szamitasa az alabbiak szerint torténik:
(-4 -o0) 0 4
det 0 (-3 —-0) 0 |=(-3-0)*[(-4—0)*x(2—-0)—4%]=0
4 0 2-o0)
A karakterisztikus egyenlet megoldasa:

0, =4MPa o0,=-3MPa o3 =-—6MPa.

Az els6 sajatvektor e; = [€1x €1y €1z] szamitasa:
(—4-4) 0 4 €1x 0
0 (-3—-4) 0 [ely] = \0]
4 0 2-4a|lez] o

2 2 2
e tep te, =1

és

A matrix egyenlet skalaris forméaban
—8xe;y+0xeyy +4xe;=0
Oxex—7*xey +0xe;,=0
4xex+0xeyy —2xe,=0
A masodik egyenletbdl
—7xe;y =0 ey =0
Az els6 és harmadik egyenlet nem fiiggetlen egymastol. Az elsé egyenletbdl
2xex—e;; =0

Ezeket behelyettesitve a kiegészitd egyenletbe:

/5 228
5

2
elx2+4*elx =1 e1x = & e, =% 5
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Ezzel megkaptuk az elsé sajatértékhez tartozo sajatvektort:

2v5
5

Az masodik sajatvektor e, = [€2x €2y €2z]| szamitasa:

(=4 +3) 0 4 Jrex1 [0
0 (=3+3) 0 e2y] = H
4 0 2 +3)|lezzl Lo

és
erz + ezyz + 3222 =1

A matrix egyenlet skalaris forméaban

—1xey +0xeyy, +4xey; =0
Oxeyxy —0xeyy +0xey, =0
4xeyx+0xeyy +5xey,=0

Az els6 és harmadik egyenletnek csak az e,, = 0 illetve az e,, = 0 lehet a megoldasa.
Ezeket behelyettesitve a kiegészité egyenletbe:

e’ =1 ey ==1

Ezzel megkaptuk a masodik sajatértékhez tartozo sajatvektort:

e, = [0 1 O] vagy ez* = [O -1 O]

A harmadik sajatvektor e; = [€3x €3y €3z] szamitasa:

(_4 + 6) 0 4 €3x 0
0 (-3+6) 0 e3y] = [0]
4 0 2 +6)|lesdl o

és

erz + ezyz + 3222 =1
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A matrix egyenlet skalaris forméaban
2xe3x+0xezy + 4xe3,=0
Oxezx+3*xezy + 0xe3, =0
4xe3x+0xesy, + 8xe3, =0
A masodik egyenletbdl
3xezy; =0 e3;=0
Az els6 és harmadik egyenlet nem fiiggetlen egymastol. Az els6 egyenletbdl
€3x = —2€3,
Ezeket behelyettesitve a kiegészitd egyenletbe:

45

4*9322+e322:1 e3Z:i§ =

Ezzel megkaptuk a harmadik sajatértékhez tartozé sajatvektort:

2E o _¥B
5 5

T ooy

e; = [— vagy e3* = [

AZ
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9. feladat

80 Hatarozza meg az alakvaltozasi tenzort!
AZ 60
/ E=2%10° MPa  m =10/3
_iro,
%/v Teo Y,

A fesziiltségtenzor

=50 O 0
®=| 0 170 60| MPa
0 60 80

Az alakvaltozasi tenzor elemei az alabbi 0sszefliggéssel szamithatd

U= 1 (cp . an)
T 2xG m+1 !

1 1
& nyy nyz
1 1|
Eyyx Ey Eyyz -
1 1
_Eyzx Eyzy €
1 Ox Txy Txz 1 0 O
= * Tyx O-y T_’yz — *(o,+0,+0,)x|0 1 O
2%G ([sz Tzy UZ] m+1 (x g Z) \0 0 1])
E 1
ZGZE V:m q)I:O'x+O'y+O'Z

A behelyettesitések utan kapjuk

c
I

0 8,05 3,9

-625 0 0 ]
0 39 2,2
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10. feladat

160 Hatarozza meg az elemi hasabon abrazolt fesziiltségallapottal
120 egyenértékii fesziiltségeket a MOHR és a HMH elmélet
szerint!
e,
T120 v,
X

A fesziiltségtenzor

0 0 0
® =10 340 120
0 120 160

A fofesziiltségek szamitasa az alabbiak szerint torténik:

(0 —0) 0 0
det| 0 (340 — ) 120 |=
0 120 (160 — o)

=(0—0)*[(340 —0) * (160 — o) — 120%] = 0
A karakterisztikus egyenlet megoldasa:
0, =400 MPa o0, =100MPa o3 =0 MPa.
Egyenértékii fesziiltség MOHR elmélete szerint
OegyMoHR = 01 — 03 = 400 MPa

Egyenértékii fesziiltség a HMH elmélet szerint

Cegy = \/% [(01 — 02)? + (0, — 03)% + (053 — 04)?] =

=\/§ [(300)2 + (100)2 + (400)2] = 360,6 MPa
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11. feladat

Egy gépalkatrész ,,P” pontjanak fesziiltségallapotat a
fesziiltségi tenzorral adtuk meg az x,y,z
koordinatarendszerben. A ,,P” ponton atmend
metszOsik normal vektora n !

V2

HZE

[3 4 5]

Hatarozzuk meg a metszdsikon hatd normalfesziiltség
értékét!

120 30 0
®=|30 200 O

0 0 100

A sikhoz tartozo fesziiltségvektor a tenzor segitségével: p,, = ®n
A fesziiltségvektor sikra merdleges komponensét a skalar szorzassal kapjuk meg:

o, =N p, = ndn

_B*ﬁ_
120 30 o1]

o, = [32Y2 42V2 5<V2)155 00 o [|4Y2] = 150 Mpa
10 10 10 1|y o 100|120
5 %+/2
10
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12. feladat

Egy gépalkatrész feliileti pontjahoz tartozo fesziiltségek:
0, =100 MPa o0, =0MPa o5 = 150 MPa.

Hatarozzuk meg a fonytlasok nagysagat! Szamitsuk ki a az egyenértékli vagy redukalt
fesziiltség - Oegy = Opeq- nagysagat a HMH elmelet szerint!

Adatok: G =8+ 10*MPa m=4 E=2x10°>MPa

Mivel a megadott fesziiltségek fofesziiltségek, a fesziiltségi tenzor a kovetkezo:

100 0 O
=0 0 O
0 0 150

Az alakvaltozasi tenzor az alabbi 6sszefliggés alapjan szamithato:

1

= (i) ®E

u 2xG ( + m+1 ! )
1 100 O 0 1 1 0 O
U=1—610_4 0 0 0 —5(100+150) 0 1 0
0 0 150 0 0 1

3,125 0 0
= [ 0 —-3,125 0 ]10‘4
0 0 6,25

A fénytlasok
€ =625 & =3,125 & =-3125

Az egyenértékil fesziiltség a HMH elmélet szerint:

Cegy = \/i [(6; —02)% + (0, — 03)% + (03 — 01)?] :\/i [(100)2 4 (150)2 + (50)2]

Oegy = 50V7 = 132,3 MPa
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13. feladat

42
AZ 8 Egy gépalkatrész valamely ,,P”” pontjdnak

fesziiltségallapotat az elemi hasabon bejelolt
fesziiltségek jellemzik. Szamitsuk ki a féfesziiltségek

12 Y eq . . ror1 1 1
—— > ¢értékeit valamint az egyenértékii fesziiltségeket a
8 y MOHR ¢és a HMH elmélet szerint!
14 >
X

Elso 1épésként irjuk fol a fesziiltségtenzort:

-14 0 O
<I>=[ 0 12 8]
0 8 42

A fofesziiltségek szdmitdsa az alabbiak szerint torténik:

(—14 — o) 0 0
det 0 (12 —0) 8 =(-14—-0)*[(12—-0)*(42—-0)—8%] =0
0 8 (42 - 0)

A karakterisztikus egyenlet megoldasa:

0, =44MPa o,=10MPa o5 =—14 MPa.

CegyHMH = \/% [(34)% + (24)? + (58)?] =50,5 MPa

OegyMOHR = O1 — O3 = 44 — (—14) = 58 MPa

© dr. Galambosi Frigyes Oldal 35



14. feladat

A tomor keresztmetszetli, D atmérdji rudat M,
7 csavard nyomaték terheli. Az igénybevétel tiszta
lMt csavaras.
Mekkora fajlagos nytlas jon l1étre a henger
paléstfeliiletén 1évo ,,P”” pontban az alkotdval

-0S Szogetl bezaro 1ranypan:

E=2%105MPa m ==

e 3
A palast ,,P” pontjahoz tartozé fesziiltségtenzor:
=)

< 0 T O M. D
>y <I>=[r 0 0] aholrzl—t*z
0 0 O p
X AZ
s — Y —
T T A ponthoz tartozé alakvaltozasi tenzort az alabbi
X X 2 L >y Osszefiiggés alapjan hatarozhatjuk meg:
U= ! < ! P E)
246 m+1
Az alakvaltozasi tenzor
0 0 0
b o 2
U=| 2 G|
IO T 0 I
10 2% |

Az e vektor iranyu fajlagos nyulast az alabbi kifejezés adja:

€. = ele aholez[o ‘/Z—E 2
o 0 0 ]\% 5
T
£, = \/E \/_IO 0 2*G|7_ T T(1+10)
N A S - 2+G E
2 2 L) T 0 “EJ *
2
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15. feladat

Z A test feliiletének egy terheletlen ,,P” pontjdban a
&y kovetkezd nyalasokat mérjiik:
Ex Y = 2410 & =1+10"* ¢ =15+10~
€n
X n G=4+10* MPa v=0,2

Hatarozzuk meg — rugalmas alakvaltozast feltételezve — a ,,P”” ponthoz tartozo
alakvaltozasi tenzort és fesziiltségtenzort az x,y,z koordinatarendszerben!

Az alabbi tenzoroknal feltiintettiik az altalanos alakot valamint a konkrét feladatra
alkalmazand¢ alakjat is. Ugyeljiink arra, hogy bar a 6,=0, a z iranyu fajlagos nyulas
az €, nem nulla.

Ox Txy Txz Ox Txy O
P = [Tyx Oy TyZI = [Tyx oy O]
Tzx sz Oz 0 0 0
1 1 1
Ex E Vxy E Vxz £y ~Vry 0
U=|s 0 P P
2 B T oy ey 0
1 1
_E Vzx Eyzy € | 0 0 &z

A tenzor elemeinek kiszamitasdhoz a kovetkezd Osszefliggéseket hasznaljuk:

1

® =2+ G(U+$UIE) illetve U =——(®+——®E)

Az tengelyhez tartozé egységvektor: e, = [cos45° sin45° 0] = [‘/2_E

2xG

7 0

Fejezziik ki az ismert €, fajlagos nyulast az alakvaltozasi tenzor segitségevel:

& = enUen = [_

V2
2

7 )

Az egyenlet megoldasaként kapjuk:

1 V2
* 1074 =1,5%10"*
Eyyx 0 g
0 0 &, 0
1
Eny =2

Fejezziik ki az ismert 0, = 0 értéket az alakvaltozasi tenzor segitségével:

© dr. Galambosi Frigyes

Oldal 37



1
0,=0=2%G* £Z+5_2*(ex+ey+ez)

Az egyenlet megoldasa: &, = 0,25 * 107*

A fent meghatarozott értékekkel a keresett alakvaltozasi tenzor:

-2 2 0
U=|2 1 O ] *107*
0 0 025

Az alakvaltozasi tenzorbol az ismert Osszefliggéssel megkapjuk a fesziiltségtenzort:

-18 16 0
=116 6 0

0 0 O
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16. feladat

A gépalkatrész feliiletén egy ,,P” pontban elhelyezett

y . nyulasmérd bélyegek az alabbi adatokat szolgaltattak:
u
gx=8%10"* g =-4%x10"* g =3%107"
45°
45° G=8x10* MPa m=4 E=2x10° MPa

Szamitsuk ki a bejelolt ,,u” iranyhoz €, valamint az
€, fajlagos nyuldsokat a o, = 0 feltétel mellett!

Az alabbi tenzoroknal feltiintettiik az altalanos alakot valamint a konkrét feladatra
alkalmazand¢ alakjat is. Ugyeljiink arra, hogy bar a 6,=0, a z iranyu fajlagos nyulas
az €, nem nulla.

Ox Txy Txz Ox Txy O
P = [Tyx Oy TyZI = [Tyx oy O]
Tzx sz Oz 0 0 0
1 1 1
S — -
. X 2 ny % Vxz |[ &y E )/xy 0 —I
U=i|- — = | 1 |
1 Vzx 1 Vz € l 0 0 SZJ
2 217 |

A tenzor elemeinek kiszamitasdhoz a kovetkezd Osszefliggéseket hasznaljuk:

® =2+ G(U+$UIE) illetve U=——(®———)

EO]

Az tengelyhez tartozé egységvektor: e, = [cos45° sin45° 0] = [‘/2_E .

Fejezziik ki az ismert €, fajlagos nyulast az alakvaltozasi tenzor segitségevel:

1 V2
£n=enUen=[£ E O] 1 *107*[ /2| =3+ 107"
2 2 Eyyx —4 0 —_—
2
0 0 €, 0
Az egyenlet megoldasaként kapjuk: %yxy =1

Fejezziik ki az ismert 0, = 0 értéket az alakvaltozasi tenzor segitségével:

*x(8—4+¢,)* 10_4)

1
O'Z=O=2*G*<€Z+5_2
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Az egyenlet megoldasa: &, = _g

A fent meghatarozott értékekkel a keresett alakvaltozasi tenzor:

8 1 0
v=|t 04*10—4
0 0 -
3

Az u tengely irdnyaba esd ¢, szamitasa:

ey, = [—cos45° sin45° 0] = [—E E 0]
2 2

8 1 0 {_E]l

_ 2

su=queu=[—E V2 0] L=t 010t o3 [=1+10

2.2 Jo 0o -3 | 5 |
3 l 2 J

0

Az g, szamitésara 1étezik egy rovidebb ut is:

Az x,y,z és n,u,z koordinatarendszer ugyanahhoz a ,,P” ponthoz tartozik, tehat a
hozzéjuk tartozé alakvaltozési tenzorok elsd skalar invaridnsa megegyezik:

xte e, =g te te,
Ebbél

ey =& te —e=08-4-3)x10"*=1x10"*
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17. feladat
Egy v vastagsagu lemezre x irdnyban o,
nagysagu huzoéfesziiltség mikodik.

Uxf ‘ Mekkora fesziiltség miikodjon y irdnyba, hogy a
y ‘Z Iv lemez szélessége ne valtozzon?

Mennyivel valtozik meg a lemez vastagsaga?

oy ......

ar Adott: m, E, v, g,

A fajlagos nyulas a definici6 szerint:

f’cx e=
X

A o, fesziiltség hatasara az x irdnyu fajlagos nyulas:

0-X
& = —=

E

A hossziranyu fajlagos nyulés hatasara keresztirdnyu fajlagos méretvaltozas is
bekovetkezik:

Ey =V *E =ie =v%=&
Y * m E E

A fenti egyenletbdl kovetkezik: ), = v * 0y.

Mivel mind az x, mind az y iranyu fajlagos nyulas hatassal van a z iranyu fajlagos
nyulasra ( rovidiilésre )

SZ:_(%X-'_%)=_(mG:E-i_mGjE)=_(mG:E+mS):<E)=

=_m1E(GX+%)

A v méret a két huzofesziiltség hatasdra megvaltozik. Ennek a valtozasnak a nagysaga

\4 Oy
AZ:V*SZ:_m*E(GX-I_E)
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